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mit y(x) =23 p (k) uy (x) (A 3)
k
(wenn die Voraussetzungen (38) und (39) gemacht wer-

den). Nun gilt fiir alle ¢

~ ~

S+’(1,2)=~ms+'<1,2), (A 4)

o
ow, (1)
wenn man (21) benutzt (die bei ¢, =%, auftretenden
Singularitaten heben sich gerade heraus). Die u; haben
die Form ¢t (P;t-0jt), Behandeln wir der Einfachheit
halber die (p;, w;) als diskret, so wird wegen (A 4)

Sy =X f(p; 0;) € P (tta)-0j (Lh=t)] (A 5)
sein. Dies S’ (1, 2) wird aus dem durch (A 1) bestimm-

ten §+ (1, 2) durch Einschalten der Wechselwirkung
hervorgehen. Daraus folgt unmittelbar die Gleichung
(43).

Nach (43), (A 2) und (A 3) ist

8y (1,2) = — X, (3 — ) %* (1, L)

t,—>—o0 bes. Zust.

=—2 u (t;,, — ) (U (0,2)p(2)U (2, — ) D,

bes. Zust.
U (0,— «)yp (k) D).
Daher ist
%k (2) = (¢ (2) @, D)
mit &, =U (0, —x) yp (k) D

eine mogliche Darstellung; &_; ist der Zustand, in
dem das k-Elektron vernichtet ist. Ferner gilt

o . =
i 6_tuk* (x) = Eu* () — (E — @) u,* (v) (A 6)
d. h. Wy, () = €9t Ty, (1) .

Ek gibt den Energiebeitrag des k-Elektrons an. Bei
dieser Uberlegung ist die sog. Mellersche Relation

U (0, —©)Hy(— »)=H(0)U (0, —») (A7)
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benutzt (s. z. B. Glaser und Zimmermann?), die
wiederum nur im Teilraum der Zustiande freier Teil-
chen als giiltig angesehen werden kann. Als Gesamt-
energie folgt sofort (44).

2. Darstellung von @ aus ¢

Man kann fir 4 und p bekanntlich Integralglei-
chungen (Yang und Feldman?®) aufstellen, bei de-
nen die Operatoren Aijp und wj, durch

¥ (r, —®)= in (1, — =),
A (v, — ) = Ajp (t, — @) (A 8)
definiert sind und den wechselwirkungsfreien Opera-

torengleichungen geniigen. Sie héingen mit den y der
Wechselwirkungsdarstellung durch

y (@) = U* (0, — ) in () U (0, — o) (A9)
zusammen. Hieraus folgt )
Yin () = 0. (A 10)

Aus den pip* (k) (Erzeugungsoperatoren) mit

yin (@) = 2 yin (k) g, (2)
kann man nach der Becker-Leibfried-Methode den
Hilbert-Raum der Streuzustinde aufbauen (der mit
dem durch die y (k) erzeugten unitar dquivalent ist).
Betrachten wir nur diesen, so ist klar, dafl aus

Pt; —>—c0 (l 1...N I) = (yn* (1) . . . yin* (V) Q, D)

(A 11)
alle Komponenten von ¢ gewonnen werden konnen.
Denn & sollte nach Voraussetzung ein Zustand aus N
Elektronen sein, und ein solcher hat nur Projektionen

in den Raum
fdre, ... deyf (... N) pin* (1) ... pin®* (V) Q.

8 C.N. Yang u. D. Feldman, Phys.
972 [1950].
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Stationdre magneto-hydrodynamische Stof3wellen beliebiger Stirke

Von R. LisT

Aus dem Max-Planck-Institut fur Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 10a, 125—135 [1955]; eingegangen am 24. Dezember 1954)

Es werden fiir stationire magneto-hydrodynamische StoBwellen das Dichte- und
Druckverhiltnis, die Richtungsinderung des Magnetfeldes und die Geschwindigkeit hin-
ter der Front in Abhingigkeit von der Machschen Zahl bestimmt. Es zeigt sich, daf drei
verschiedene Arten von StoBwellen in einem Plasma mit Magnetfeld existieren konnen,
die im Grenziibergang zu unendlich schwachen StéBen in Schallwellen bzw. Alfvénsche
Wellen iibergehen. Die aufgestellten Gleichungen werden fiir ein einatomiges Gas und fur
verschiedene Stirken und Richtungen des Magnetfeldes als Funktion der Machschen

Zahl numerisch gelost und diskutiert.

In einer fritheren Arbeit! waren die Grundglei-
chungen fiir magneto-hydrodynamische Stol3-
wellen in einem Plasma mit unendlicher Leitfahig-

1 R. Liist, Z. Naturforschg. 8a, 277 [1953]. Im fol-
genden mit I bezeichnet. S. auch F. de Hoffmann u.
E. Teller, Phys. Rev. 80, 692 [1950].

keit abgeleitet worden. Wenn man sich auf eine
makroskopische Beschreibung solcher StoBwellen
beschriankt, d.h. sich nur fiir die Dichte, den
Druck, die Temperatur, das Magnetfeld usw. vor
und hinter der StoBfront interessiert, so zeigen
alle diese Grolen beim Durchgang durch die Stof3-
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front eine sprunghafte Anderung, die von der Ge-
schwindigkeit der StoBfront abhéngt. Fiir die nor-
malen hydrodynamischen StoBwellen lassen sich
fiir diese Dichte-, Druck- und Temperaturspriinge
explizite Gleichungen angeben?2. Im folgenden sol-
len analoge Gleichungen fiir StoBwellen im Mag-
netfeld aus den Grundgleichungen abgeleitet wer-
den und damit die Verhéltnisse bei verschiedenen
StoBstirken nidher untersucht werden. Es wird
sich zeigen, dafl z. B. das Dichteverhéiltnis im all-
gemeinen Fall durch eine Gleichung 3. Grades be-
stimmt ist. Eine Untersuchung dhnlicher Art ist
auch von Helfer? angestellt worden.

Fiir das folgende sollen dieselben Bedingungen
und Bezeichnungen wie in I zugrunde gelegt wer-
den. Die Leitfédhigkeit sei also stets unendlich gro8,
die StoBfront eben und unendlich ausgedehnt, so-
wie stationdr. Sie liege in der yz-Ebene, und die
Geschwindigkeit U der Stofifront verlaufe stets in
der z-Richtung. Weiterhin sei die Unabhéngigkeit
aller Grofen von der z-Koordinate vorausgesetzt.
SchlieBlich sei angenommen, daf} die StoBwelle in
ein ruhendes Gas hineinlaufe, d. h. daB die Ge-
schwindigkeit u; der Massenteilchen vor der Front
(gemessen im gleichen Koordinatensystem wie U)
Null sei. Wenn mit v die Relativgeschwindigkeit
zur Stoffront bezeichnet wird, so gilt [vgl. Gl. (L,
30)]:

Vg =—U; vy, =0;
Vgp = Ugy — Ut gy = Uy (1)

(Der Index ,,1° bezieht sich stets auf Werte vor der
Front, der Index ,,2 auf solche hinter der Front.)

7

%

%_u,

Z23

Das Magnetfeld $ liege in der zy-Ebene irgend-
wie schief zur StolBfront; der Winkel zwischen
Magnetfeld und z-Richtung heile ¢ (s. Abb. 1).

Abb. 1. StoBfront (in der
yz-Ebene liegend und sich
nachrechtsbewegend)und
Magnetfeld fiir M, > 1. b

NI

2 S. z. B. K. Oswatitsch,
Springer-Verlag, Wien 1952.
3 H. L. Helfer, Astrophys. J. 117, 177 [1953].

Gasdynamik, S. 94,

R. LUST

1. Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Wellen
unendlich kleiner Amplitude im Magnetfeld

Aus der normalen Gasdynamik weil man, dal}
StoBwellen nur méglich sind, wenn die Geschwin-
digkeit U groBer als die Geschwindigkeit ¢ ist,
mit der sich Wellen unendlich kleiner Amplitude
— das sind Schallwellen — im Gas ausbreiten
konnen. Das Verhaltnis M = U]/cgs bezeichnet man
als Machsche Zahl, und StoBwellen kénnen also
nur bei M >1 existieren.

Ebenso bekommt man auch nur magneto-hydro-
dynamische StoBwellen, falls die Frontgeschwin-
digkeit U groBer ist als die Geschwindigkeit, mit
der sich eine unendlich kleine Stérung im Magnet-
feld fortpflanzt. Die Geschwindigkeit solcher
»Schallwellen in einem Plasma hingt von der
Stiarke des Magnetfeldes und von der Fortpflan-
zungsrichtung (relativ zum Magnetfeld) ab. AuBler-
dem existieren im Magnetfeld sowohl transversale
als auch longitudinale Wellen. Dies ist zuerst von
Herlofson? und von van de Hulst® gezeigt
worden.

Die Geschwindigkeiten solcher Schallwellen
seien hier noch einmal angegeben, da sie fiir das
folgende wichtig sind. In I ergab sich durch Grenz-
iibergang zu unendlich schwachen Sto8wellen fiir
das Quadrat der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ in
der z-Richtung folgende quadratische Gleichung
[s. GL (I, 65)]:

1
4m

1
04—(652+ ” HZ) C2+mHz2 c2=0. (2)
Hierin ist p = Dichte, H*=H >+ H,?, ¢>=dp/dp
=y p/o = Schallgeschwindigkeit ohne Magnetfeld,
p = Druck und 9 = Verhiltnis der spezifischen
Wirmen. Aus Gl. (2) erhdlt man die beiden Lo-

sungen
1 1
2 . e
c+ —z(cs +4ngH)
1 l// 2 1 H22 1 H2 2 3 )
+ 2 Cs® = 47‘@ _ 0 z Cs ( a
und

/ : T 1. .
——-?] (Csz—‘r ino H2) —;H:,z(‘rsz. (3b)

1 N.Herlofson, Nature, Lond. 165, 1020 [1950].

3 H. C. van de Hulst, Problems of Cosmical Aero-
dynamics, p.45 (Dayton., Ohio, Central Air Docu-
ments Office 1951).
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Im Grenzfall ¢ =0, d. h. das Magnetfeld liegt
parallel zur Ausbreitungsrichtung, wird daraus:

. 1
c+2=c2 und ¢c_2=——H, 2= c,2.

e (4a, b)

In diesem Fall hat man einmal die normale longi-
tudinale Schallwelle mit der Geschwindigkeit ¢
und auBerdem die transversale Alfvénsche Welle
mit der Geschwindigkeit c4. Die normale Schall-
welle wird durch das Magnetfeld nicht beeinfluf3t,
da die Schwingungsrichtung longitudinal und da-
mit parallel zum Magnetfeld ist. Das Magnetfeld
liefert aber eine Quersteifigkeit (Torsionssteifig-
keit) analog wie in einem festen Korper und er-
moglicht so auch die Ausbreitung transversaler
Wellen. In einem festen Korper ist die Geschwin-
digkeit der transversalen Wellen stets kleiner als
die der longitudinalen. Hier dagegen kann die Ge-
schwindigkeit der transversalen Wellen auch gré-
Ber sein als die der longitudinalen, falls das Mag-
netfeld geniigend stark ist.

Im anderen Grenzfall p =7/2, d. h. das Magnet-
feld liegt senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, be-
kommt man:

cr2=cl+ Z:;H,,“’ =c¢*?und c.2=0. (5a,b)
Hier hat man nur eine mogliche Welle, niamlich
eine longitudinale Welle mit der Geschwindig-
keit ¢*, wihrend eine transversale Welle in der z-
Richtung nicht existieren kann, da das Magnet-
feld in diesem Fall keine Quersteifigkeit in bezug
auf die z-Richtung liefert. Fiir die longitudinale
Welle wirkt sich das Magnetfeld so aus, daf} die
Kompressibilitit herabgesetzt wird. Daher ist die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit c* grofler als ¢
(s. auch Abschn. 3).

Im allgemeinsten Fall (¢ + 0 und ¢ * 7/2) sind
die Verhiltnisse analog wie in einem festen aniso-
tropen Koérper. Durch das Magnetfeld tritt eine
Kopplung der longitudinalen und transversalen
Wellen ein. Die beiden moglichen Wellen mit den
Geschwindigkeiten c; bzw. c_ sind weder rein
longitudinal noch rein transversal, sondern die
Schwingungsrichtung liegt schief zur Fortpflan-
zungsrichtung und ist abhédngig von der Grée der
jeweiligen Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Nach
van de Hulst ist der Winkel a der Schwingungs-
richtung mit der z-Achse gegeben durch:

Cg" —Cx

o ote g (6)

tga, =
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Fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten gilt in
jedem Fall, daB} ¢y > c_ ist. Ist das Magnetfeld nur
sehr schwach, so bekommt man

c:2 - ¢2 mit ay > 0 (7a)
und
c_2 - ¢y mit a_ - /2.

(7b)

Dann sind also die Wellen wie im Fall ¢ =0 rein
longitudinal und rein transversal. Wenn das Mag-
netfeld dagegen sehr stark ist, so hat man folgende
Grenzwerte:

c+2 > cp?/cos? ¢ mit ay - /2 4@ (8a)
und

c-% — cg? cos? p mit a_ — . (8b)
Die Schwingungsrichtung der Welle mit der Ge-
schwindigkeit c; liegt also hier senkrecht zum
Magnetfeld und die der Welle mit der Geschwin-

digkeit c¢_ parallel zum Magnetfeld.

20+

5+

—-\

05— — 2L

| 1 1
o4 a6 B— 08 10
Magnetfeld schwach —=

Abb. 2. Die ,,Schallgeschwindigkeiten‘‘ ¢, cy und c_
in Abhingigkeit von der Stirke des Magnetfeldes in
verschiedenen Richtungen zum Magnetfeld, bezogen
jeweils auf die Schallgeschwindigkeit ohne Magnetfeld.

|
0 g2
~—— Stark

Der Vollstiandigkeit halber sei bemerkt, da3 noch
eine dritte rein transversale Welle existiert (so-
fern ¢ =% z/2), deren Schwingungsrichtung senk-
recht auf der xy-Ebene steht. Dies ist eine Alf-
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vénsche Welle mit der Fortpflanzungsgeschwindig-
keit
2 _ 2

1
Cp® = 4;19 Hx »

Diese ist nicht gekoppelt mit den beiden Wellen,
deren Schwingungsrichtungen in der zy-Ebene
liegen. Da hier nur Vorgéinge in der xzy-Ebene be-
trachtet werden sollen, interessiert diese Wellen-
art im Grunde fiir das folgende nicht.

In Abb. 2 sind die drei verschiedenen Fortpflan-
zungsgeschwindigkeiten der Wellen mit unendlich
kleiner Amplitude aufgetragen in Abhéngigkeit
von der Stirke des Magnetfeldes fiir ein einatomi-
ges Gas (y=5/3). Die verschiedenen Geschwindig-
keiten sind jeweils bezogen auf die Schallgeschwin-
digkeit ¢y ohne Magnetfeld. Der Kurvenparameter
ist 7%= cos? . Der Faktor f ist das Verhaltnis der
inneren Energie des Gases zur gesamten inneren
Energie [s. Abschn. 3, Gl. (23)]. In Abb. 3 sind die
verschiedenen Schallgeschwindigkeiten noch ein-
mal in einem Polardiagramm bei festgehaltener
Richtung des Magnetfeldes aufgetragen. Die Kur-
ven geben also an, bis wohin beispielsweise kleine
Storungen in einer Sekunde gelaufen sind.

2. Parallele StoBwellen

Wie schon in I gezeigt wurde, hat das Magnet-
feld keinen Einflul, wenn die Fortpflanzung der
StoBwelle parallel zum Magnetfeld erfolgt (¢ =0).
Die entsprechenden Grundgleichungen sind z. B.
in I, Gl. (41a—d), angegeben worden. Daraus las-
sen sich das Dichte-, das Druckverhiltnis usw. in
Abhingigkeit von der Machschen Zahl M, =U/c,,
berechnen 2.

Diese seien hier noch einmal zum Vergleich mit
den folgenden angegeben:

02 M2 9

o MEMP+ (1—p) ®)

By Uy M2 e, (10)

Py

Yer oy 2 L

" (I —p®) M, (l—- Mlg). (11)
Hierin ist  u?2= (y—1)/(y + 1) (12)

(d. h. u?=1/4, wenn y =5/3).

Man sieht aus GI. (9), daB das Dichteverhiltnis
bei sehr starken StéBen (M, — co) gegen den Grenz-
wert 1/u® geht und das Druckverhéltnis gegen Un-
endlich.

R. LUST

3. Senkrechte StoBwellen

Wenn die Ausbreitung der StoBwellen senkrecht
zum Magnetfeld erfolgt (¢ ==/2), so kann man
sehr leicht von den normalen hydrodynamischen
StoBgleichungen zu denen im Magnetfeld iiber-
gehen, indem man an Stelle des Gasdruckes den

Gesamtdruck
1
P*=p+Pn=p+ g H, (13a)

und an Stelle der inneren spezifischen Energie des
Gases die gesamte innere Energie

1
e*=e+4e,=e+ e H?

(13b)

Abb. 3. Polardiagramm fiir die ,,Schallgeschwindig-
keiten‘‘ ¢, ¢y und c_ bei f = 0,75.

in die Gleichungen einsetzt [s. I, Gln. (40a) und
(40b)]. Im folgenden soll in mehr qualitativer
Weise der Einflul des Magnetfeldes abgeschétzt
werden, wihrend die genauere Ableitung der Glei-
chungen fiir die Dichte-, Druckverhéltnisse usw.
im néchsten Abschnitt bei den schiefen StoBwellen
miteingeschlossen ist. Diese Betrachtung kann sich
auch fiir andere Probleme, bei denen Magnetfelder
zugegen sind, als niitzlich erweisen; (z. B. kann das
von Chandrasekhar® abgeleitete Virialtheorem

6 S. Chandrasekhar u. E. Fermi, Astrophysic.
J. 118, 116 [1953].
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im zweidimensionalen Fall damit auf einfache
Weise gewonnen werden).

Da auf der Vorder- und Riickseite der StoBfront
die Entropie stets als konstant angenommen wird
(Reibung und Wéirmeleitung werden vernachlés-
sigt), gilt fiir die Vorder- bzw. Riickseite der Front
folgende Beziehung zwischen Gasdruck und Gas-
dichte:

p=4dg, (14)
wobei 4 eine Konstante ist. Der magnetische
Druck p,, ist gegeben durch

1

Pm = S Hy2 (@2:111/2)'

Aus I, Gln. (45¢) und (45d), folgt H/p = const. (16)

(15)

Diese Gleichung driickt die Tatsache aus, dal
wegen der vorausgesetzten unendlichen Leitfihig-
keit die Materie streng an das Magnetfeld gekop-
pelt ist. Mit Hilfe von GI. (15) und (16) bekommt
man dann

(17)
wobei v, = 2 und B eine weitere Konstante ist.
Man sieht also, dafl man den Zusammenhang zwi-
schen dem magnetischen Druck und der Gas-
dichte mit einem ,,Verhéltnis der spezifischen Wir-
men’ v, =2 beschreiben kann. Mit diesem Wert
kann man jetzt analog wie bei einem idealen Gas
die innere Energie des Magnetfeldes ableiten. Fiir
ein ideales Gas gilt:

1 p

y—1 ¢

[

(18)
Fiir die magnetische Energie ergibt sich dann:

1 Pm 1
ym—1 o = 8mo

e H?Z, (19)

m
Das gleiche gilt fiir die Schallgeschwindigkeit im
Magnetfeld [s. Gl. (5)]:

6*2= gy

. P P
tom=y g tm—p - (20)

Wenn man nun fiir die gesamte Energie einfiihrt:

1 p*
e¥ = ;!*—1 > (21)

<

so kann man damit ein effektives y* definieren in
analoger Weise, wie man das fiir die Materie und
Strahlung getan hat?. (Es sei bemerkt, dal auch
andere Definitionen von p* méglich sind.) Aus

7 S. Chandrasekhar, An Introduction to the
Study of Stellar Structure, p. 55 ff., Univ. of Chicago
Press 1939.
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Gl. (21) erhdlt man zusammen mit GI. (18) und
(19):
Y€+ Ym€m
y* = T &%
Als MaB fiir die Starke des Magnetfeldes sei das
Verhéaltnis § zwischen der inneren Energie des Ga-
ses und der gesamten inneren Energie eingefiihrt,
also

(22)

e=fe*; ep=(1—pe*x (0<pf=1). (23)
Dann wird aus GI. (22)
Y*=F7+ 1 —=p rn. (24)

y* wird fiir ein einatomiges Gas zwischen 5/3 und 2
liegen. Ein groferes y* bedeutet, dall die Materie
inkompressibler und dementsprechend die Schall-
geschwindigkeit senkrecht zum Magnetfeld ver-
grofert wird. Fiir die StoBwellen heifit dies, daf}
der Dichte- und Druckanstieg bei Gegenwart eines
Magnetfeldes zunichst nicht so grof} ist wie ohne
Magnetfeld. y* bleibt aber beim Durchgang einer
StoBwelle nicht konstant, da f nicht konstant
bleibt. Fiir sehr starke StoBe nimmt das Druck-
verhidltnis sehr stark zu, wiahrend das Dichtever-
hiltnis beschriankt bleibt [s. Gl. (9) und (10)]. Die
innere Energie des Gases e, kann so mit zunehmen-
der StoBstirke beliebig zunehmen, dagegen bleibt
die innere Energie des Magnetfeldes e, stets end-
lich. Der Faktor f, auf der Riickseite der Front
geht also mit wachsender Stof3starke gegen 1, und
damit wird yp,* den Grenzwert y haben. Das
Dichteverhaltnis wird demnach fiir sehr starke
StoBwellen den gleichen Grenzwert haben wie bei
den normalen hydrodynamischen StoBwellen,
namlich (y+1)/(y—1). Man sieht so, daB fiir sehr
starke senkrechte Stofwellen das Magnetfeld prak-
tisch keine Rolle mehr spielt. Es wird sich zeigen,
daB dies auch fiir StoBwellen gilt, die sich nicht
senkrecht zum Magnetfeld fortpflanzen.

4. Schiefe StoBwellen

Das Magnetfeld soll nun eine beliebige Richtung
zur StoBfront haben, also 0< ¢ <7/2. Der Gesamt-
druck in der z-Richtung p,* ist dann nach Gl. (I,
35) gegeben durch

1
pw* =D ?’z— (Hy.l‘_sz)
) (25)
=p+ g (1—2%% H?,
worin

) = COS @ (26)
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ist. Fiir die beiden Schallgeschwindigkeiten in der
z-Richtung bekommt man aus Gl. (3a) und (3b)
mit Hilfe von Gl. (23) und Gl. (26)

1 p

e _ 1t P g
% = T@a_f o K {4
wobei
K. =21 +p2)f+1—u22(1—p)
+{[ A +p)p+ Q—p2(1—pHI2 (28

—4 (L) (1= B (1—p) 2.
a) Anderung des Magnetfeldes
Aus GI. (I, 61) bekommt man:
1
H,, {E‘ (H ) — 02 (sz)z}
1
=H, {Z; (Hy)*—0, (%1)2} - (29)
Es sei zundchst vorausgesetzt, daf3
1
(Hgy)?

470,
sei. Dann ist das Verhéltnis der y-Komponenten
des Magnetfeldes gegeben durch:

2 1
01 W) — 47 (Hg)?

(v29)® *+ (30)

H
I{y2 = 2 1 2 (31)
L 02 (Vg2)* — 7 (Hyo)
= yC s
wobei y = p,/o; und .
1—byo .
0=T"%¢, " (32)
wahrend b eine Konstante ist:
(H,)?
b= dm? (v,)

da nach Gl. (I, 52¢ und 52e)
01 Va1 = Q2 Vgy und Hyy = Hy,

ist. Die letzte Gleichung und Gl. (31) beschreiben
also das Magnetfeld auf der Riickseite der Stof3-
front in Abhéngigkeit von dem Magnetfeld der
Vorderseite, sofern das Dichteverhdltnis y be-
kannt ist.

b) Druckverhéaltnis

Aus Gl. (I,59) erhdlt man mit der Enthalpie fiir
ein ideales Gas

1-+u* p

T2 Y7

4

R. LUST

fiir das Dichteverhiltnis

. Pt pt[pt a4 HyR

=)

g (33)
& p [1’2 T 81—,, “ Hv)z]
Eine Umformung liefert mit 7=1/o
Ap pe+ 12 [p1+8—1,;(:1 Hy)ﬂ
= . (34)

(1—p*) 7y
Aus dem Impulssatz fiir die z-Komponente GI. (I,
52, bl) bekommt man

Ap 1 1 . o
= (01 Uz]V‘*‘gZ{(Hw)z—(Hul)z} » (35)

so daB sich schlieBlich fiir den Druck auf der Riick-
seite der Front ergibt:

Py = (1—p?) @y (v41)* — 1* Py

1 7
— g[,uz (AR )E——=(1 —m){(H,,z)z_(H,,l)Z}] .
Benutzt man Gl. (31), so wird daraus

1
= (1= e (vm)z—uzpl—g[uz (yC—1)

1
— (A=) y 17— (y0+1)] (Hy)*.  (36)
Q2
Fihrt man jetzt die Machsche Zahl
(g )? U2
M2= 0112 =2 (g =c4; bzw. =c_;) (37)

ein und wendet die Gln. (23), (26) und (27) an, so
erhdlt man schlieBlich fir das Druckverhéltnis in
Abhéngigkeit von der Machschen Zahl

By 1
Py 24P
— g (=) (1) (1 =)
[ (yC—12+ (1 —u?)yD(yC+1)]. (38)
Hierin ist
K, M2—2 (1 —u?)? (1 —pB)n?

K, M2?— 2

= K M2 —2(1—p)2(1—By)nly ’ (39)
P K, M,? -
1—be, K, M2—2(1—p2)?(1—p) 02y (20)

und K=K, bzw. = K_, .

¢) Dichteverhédltnis

In GI. (38) stehen bis auf das Dichteverhaltnis y
nur GroBen von der Vorderseite der Front. Das
Dichteverhiltnis ist durch Gl. (33) gegeben. Setzt
man in diese die Gl. (38) ein, so ergibt sich:

KM — (1 —p*)2(1—n?)yD(yC+1)

Y= WK M+ 2By (T — )]

(1 —=w2d—pB) (1 —n2)[(yC—12—yDyC+1)] "~
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Daraus bekommt man eine Gleichung 3. Grades fiir das Dichteverhiltnis y:

mit den Koeffizienten
ay = 42 (1— )

ay = (1—u? (1—p))

K, ‘M12{[1 = — 12 (3 + %)) Ky My*—

Gy + @y +a y +ay, =0 (41)
(1 —pBy)2%n,? {Kl M2 +2 (1 —u) B, 7]12} ) (42a)
42 (202 (1—ph) By + (1 —p2)2 (1—By)]},

(42b)

Gy = K12M14{/‘2K1M12 + A1 4 gy { 1 —ptR

und
ay=—K3M¢S. (42d)

Bevor diese Gleichung 3. Grades niher diskutiert
wird, sollen noch einige andere GréBen, die von
Interesse sind, abgeleitet werden.

d) Geschwindigkeit hinter der StoBfront

Die x-Komponente der Geschwindigkeit der
Materie hinter der Front ist nach Gl. (1) gegeben
durch

Ugg = Vgp — Uy -

(43)
Nach dem Impulssatz fiir die 2-Komponente Gl.
(I, 52, bl) gilt

— 01 Vg Uy = 0, U gy = pp—py
1

=5 8w {(Hu2)2_ (Hul)z} .

Setzt man hier Gl. (38) ein, so bekommt man

Loy, 12 (1 gy .

e, = (=) M1 =21+ )by s
— (1 —u2) (1—p4,) (1—n2 (1?2 (yC—1)2 (44)
+(1—;&)yD(yC+1)—(y202~1)]—,;—1347}-

Fiir die y-Komponente der Geschwindigkeit er-
hilt man aus dem Impulssatz

' 1
02 Vg Vys = — 0 Uy, = e (Hy,— Hyy) Hyy
Mit Hilfe von GI. (31) ergibt sich dann
u
= 2 (=22 (1 =By,
NI —yO) == (45
* _"71 ( —Y ) Kl Ml ( )

e) Verhdltnis der materiellen Energie-
dichte zur Gesamtenergiedichte hinter
der StoBfront

Nach GI. (23) gilt

€y (I —u3) p,
P =—<= 3 Hae
I (He)

€, (1 —u?) py+

(L—B) + 22 (1 —p) By + 9,2 (1 —p)2 (3 —p2) (1—By)}

(42¢)

Mit Hilfe von GI. (31
Pa=7,

) und Gl. (38) wird daraus

By
+ A=) {2+ (1 —n2)y 2

(46)

f) Neigung des Magnetfeldes hinter der
Front
Das Quadrat des Kosinus des Neigungswinkels
vom Magnetfeld auf der Riickseite der Stoffront
ist gegeben durch
- (H ) _ 7,
12 ,712+y2 02(1_,712) :

(H,)? (47)

g) Spezielle Losung

Bisher war vorausgesetzt worden nach GI. (30),
dafB

1
(va)* + o (Hn)®

sei. Es soll nun der Fall
1
4mo,

(va2)? = (Hagy)?

gesondert untersucht werden. Dies ist nach Gl. (29)
nur méglich, wenn entweder H,, =0 oder

(-

4 7o,
ist. H,; =0 heillt aber Ausbreitung parallel zum
Magnetfeld, und dies war schon in Abschn. 2 unter-
sucht worden.

Wir betrachten daher den Fall, da3 Gl. (48) und
(49) erfiillt ist, aber H,; =0 und H,, + 0. (Wenn
H ,, =0 sein soll und auBerdem Gl. (48) gelten soll,
so mull auch H,, =0 sein, wie sich leicht zeigen
laBt.) Dann ist nach Gl. (31) C zundchst unbe-
stimmt, wihrend die Definition von D nach GIl.
(40) nicht mehr sinnvoll ist. Es wird sich aber zei-
gen, daBl der Ausdruck D(yC +1) ebenso wie C
endlich bleibt, und nur in dieser Form tritt D in
den Gleichungen in Erscheinung.

Aus Gl. (48) und (49) folgt mit Hilfe der Kontl
nuitdtsgleichung, dal v, =v,, ist, und damit be-

(48)

(Va1)? = (car)?  (49)



132

kommt man fiir diesen Fall y =p,/p; = 1. Man kann
nun y als Funktion von M 2=z an der Stelle

2
Ty = (1‘[12)0 = @

=2(1—u2?2(1—p) YK,
(50)

in eine Potenzreihe entwickeln, indem man die
Gleichung 3. Grades GI. (41) fiir ¥ benutzt. Man
erhilt dann

y=l+a@—z)+b@x—uaz)>+ ..., (51)
wobei die Koeffizienten @ und b sich ergeben zu
K,

A==’

(52a)
und
K2

T 20— (=Pt (L)

{u (1 +p2) By — (L —p22 (1—By),® (52Db)

+(Q—pf) (1—B) 1—n9}.
Setzt man GI. (51) in Gl. (32) ein, so wird im
Grenziibergang

b

C=—1fiirez=uxyund y =1
und damit
Hy=—H, firz=axyund y=1. (53)
Weiter ergibt sich im Grenziibergang
D (yC + 1) = axy— 4 b2 fiir x =2, und y = 1.
Dies in GI. (38) eingesetzt ergibt
Py =p; fiir e = xyund y = 1.
Weiterhin ist nach Gl. (44)

(54)
Uy, = 0 fiir x = oy und y = 1. (55)

Dagegen bleibt die Geschwindigkeitskomponente
auf der Riickseite der Front in der y-Richtung
endlich und ist nach Gl. (45):

Uys

=212 (1 —4) 4V 1—B, +/1 —n,2/ VK,
(56)

€y

fir x =2, und y=1.

Man hat also bei @ = x, die etwas merkwiirdige Lo-
sung, dafl die Dichte und der Druck auf beiden
Seiten der Stoffront iibereinstimmen. Dagegen
hat die y-Komponente des Magnetfeldes auf der
Riickseite der Front das entgegengesetzte Vor-
zeichen der y-Komponente auf der Vorderseite
(s. Abb. 4). Der hieraus resultierende Impuls tan-
gential zur Stoflfront wird durch eine Materie-
stromung mit der Geschwindigkeit u,, aufgenom-
men. Dal} diese Losung gerade dann méglich ist,
wenn die Frontgeschwindigkeit U gleich der Ge-

R. LUST

schwindigkeit ¢y der Alfvénschen Wellen ist, wird
durch folgendes versténdlich: Die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit von Alfvénschen Wellen gilt nicht
nur fiir infinitesimale Stérungen, sondern auch fiir
beliebig grofle®. Stellt man sich die Magnetfeld-
linien als Saiten vor, die hier aus ihrer Ruhelage
ausgelenkt seien, so wird sich deshalb eine solche
Auslenkung mit der Geschwindigkeit ¢, fortpflan-

zen.
2 l,,ﬂ 7

A

-

Abb. 4. Stoffront und )Iagnetfeld fir U = cy,.

%2

Die Gleichung 3. Grades des Dichteverhéltnis-
ses y liefert an der Stelle =z, noch zwei weitere
Losungen. Fiir die eine Losung ist y > 1 und H,, =0
[d. h. es gilt Gl. (30)], die andere Losung ergibt
y<1, was physikalisch nicht sinnvoll ist, da da-
mit eine Entropieerniedrigung verbunden wire.

5. Diskussion der Ergebnisse

a) Es soll nun die Losung der Gleichung 3. Gra-
des, Gl. (41), fiir das Dichteverhaltnis y =p,/o, dis-
kutiert werden.

Keinen Dichtesprung wird man dann bekommen,
wenn die Geschwindigkeit der StoBfront gleich der
Schallgeschwindigkeit vor der Front ist. Die Lo-
sung ¥ = 1 bekommt man also, wenn

U
U:C+l d. h. AM+1:;:=].

und wenn -
U=c,dh M  =—=
C—1
ist. Aullerdem hat sich in Abschn. 4g herausge-
stellt, daBl y =1 eine Losung von GI. (41) ist, wenn
U
LY:C__\I d. h. J[Al :?‘:zl
ist. Es gilt nun stets fiir die beiden Schallgeschwin-
digkeiten c; und c_ sowie fiir die Geschwindigkeit
der Alfvénschen Wellen

G KOy KCpy (57)

8 H. Alfvén, Cosmical Electrodynamics, p. 86 Ox-
ford 1950.
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1 Rechnungen erfolgten mit Hilfe der
2 a7s Gottinger elektronischen Rechenma-
o, i —as schine G 1, spater konnte die grofe
Oy T elektronische Rechenmaschine G 2 be-
T’ ) e o nutzt werden?. Die Resultate sind in
/{/.704 /’,,/’ [N = den Abb. 5 und 6 als Funktion von
P gt M?_, fiir verschiedene Parameterwerte
e ' B, und 7,* aufgetragen.

Das Dichteverhiltnis y (s. Abb. 5)
nimmt mit wachsendem M?2_, zunéchst
zu. Von einem bestimmten Wert von
M2, (der auch schon bei M2 | <1
liegen kann) sind drei Losungen fiir y
moglich, von denen aber zunichst y,

und y, kleiner als 1 sind. Diese Lésun-
gen sind physikalisch nicht sinnvoll,
da sie mit einer Entropieabnahme ver-

- =TI

bunden wiren. Erst bei M2_; =c,2 /c%;
wird y, = 1. Mit wachsendem M2
nimmt dann y, ab und y, zu, bis man
an einen Punkt gelangt, an dem y, =y,
ist, wihrend y,<< 1 ist. Von da ab exi-
stiert nur noch die Losung y,, die fiir

die Stelle
M2, = c?yyfe*,

Abb. 5. Dichteverhaltnis y=0,/0, in Abhingigkeit von

p1=0,75; 0,5 und 0,25. Der Kurvenparameter ist jeweils

m2=-cos? ¢, =0,75; 0,5 und 0,25.

wobei ¢, und ¢ nach Gl. (27) gegeben sind, wih-
rend man fiir ¢y erhalt:

1—4 D

1—u? g
BT e

u?

Lost man daher Gl. (41) auf diese Weise, dal3
man die Machsche Zahl M mit der kleinsten Schall-
geschwindigkeit c¢_ definiert, so bekommt man fiir
M_,=1 die Losung y=1. Weiterhin erhilt man
wieder die Losung y=1, wenn M_, =cy,/c—;(>1)
ist, und schlieBlich ergibt sich die Lésung y=1,
wenn M_, =cy,/c_; (> 1) erreicht ist.

Zur genaueren Untersuchung wurde die Gl. (41)
als Funktion von M2, fiir y=5/3 (einatomiges
Gas) und fiir verschiedene 8, und 7, numerisch ge-
16st. Weiterhin wurden das Druckverhiltnis, die
Geschwindigkeiten hinter der Front, die Rich-
tungsinderung des Magnetfeldes und das Verhalt-
nis der inneren Energie des Gases zur gesamten
inneren Energie numerisch bestimmt. Die ersten

2= (58)

CA

den Wert 1 erreicht. Das Dichtever-
hiltnis ¥ nimmt dann mit wachsender
Machzahl stets zu, um fiir sehr grolle
Machzahlen den Grenzwert 4 wie bei
den normalen hydrodynamischen Stof3-

J_
16
M_2 fir

Abb.6. Richtungsidnderung des Magnetfeldes (H ,,/H ;)
in Abhéangigkeit von M_ 2 fir f;, = 0,25 sowie fur
m2%=0,75; 0,5; 0,25.

9 H. Oehlmann, Vortrage iiber Rechenanlagen
(herausgegeben von L. Biermann) S. 60, Gottingen
1953.
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wellen zu erreichen. Die Erklirung hierfiir ist die
gleiche wie bei den senkrechten StoBwellen (s.
Abschn. 3). Auch bei sehr groflien Machschen Zah-
len konnen bei bestimmten Parameterwerten f;

¥
|
|

i |
0 4 8
Abb. 7. Dichteverhaltnis y = g,/0, in Abhéngigkeit von
M2 fir ,=1,0; 0,75; 0,5 und 0,25 sowie fur 7,2=0
und 0,75.

7

H8

Abb. 8. Druckverhiltnis p,/p,f; in Abhéngigkeit von
M2 far f,=1,0; 0,75; 0,5 und 0,25 sowie fiir 7,2=0
und 0,75.

R. LUST

und 7, u. U. wieder drei reelle Losungen existieren,
jedoch sind die zwei zusitzlichen Losungen nega-
tiv und daher nicht sinnvoll.

Man hat also drei verschiedene Arten von statio-
naren StoBwellen, die im Grenziibergang zu unend-
lich schwachen StéBen in Wellen mit der Geschwin-
digkeit c_, ¢y und c, iibergehen. Die Rechnungen
zeigen, daBl die StoBwellen, die zu der Schallge-
schwindigkeit ¢, gehoren, fiir jede Machsche Zahl
M,,>1 existieren konnen. Dagegen sind die bei-
den anderen Arten von StoBwellen nur in einem
bestimmten Bereich 1<M_, <a bzw.

Carfe—y <M_,<a

moglich. Fiir groBe Machsche Zahlen konnen diese
nicht auftreten, aullerdem kénnen sie nur in einem
um so kleineren Bereich von M_, existieren, je
schwicher das Magnetfeld (8, 1) ist.

[
\

a7 | |

— ﬁ1=0:75
——— K-050
—— =025

N

————— —}nf=0.75

o ¥

77025

8 —M 12

Abb. 9. Richtungsinderung des Magnetfeldes (7,%) in
Abhiéngigkeit von M ,? fur ,=0,75; 0,5; 0,25 sowie
fir 9,2=0,75; 0,5; 0,25.

Im Fall 7, =0 (senkrechte StoBwellen) wird aus
Gl. (41) eine quadratische Gleichung, von der nur
eine Losung physikalisch sinnvoll ist, da die an-
dere Losung negative Dichteverhiltnisse ergibt.
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Hier hat man also stets nur eine Art von Stof3-
wellen, die fiir M,,=U/c;.;=U/c;*—1 in Schall-
wellen mit der Geschwindigkeit c¢,* iibergehen
(s. Abschn. 3). In Abb. 7 ist das Dichteverhiltnis
und in Abb. 8 das Druckverhéltnis fiir 75, =0 bei
verschiedenen Werten von f, zusammen mit noch
anderen Parameterwerten 7, als Funktion von
M2, =U?c?, aufgetragen.

b) Die Richtungsinderung des Magnetfeldes
hinter der StoBfront fiir die ¢_-Wellen ist so, dal
die y-Komponente des Magnetfeldes mit wachsen-
dem M_, zunichst abnimmt. Dies ist anschaulich
so zu verstehen, dafl die magnetische Energie auf
diese Weise erniedrigt wird. Wenn M_, =c,/c_, er-
reicht ist, steht das Magnetfeld senkrecht auf der
Front (H,,=0, s. Abschn. 4). Dann nimmt die y-
Komponente schliellich in anderer Richtung wie-
der zu, wihrend die y-Komponente des Magnet-
feldes bei den c,-Wellen abnimmt, bis sie mit der
der c_-Wellen iibereinstimmt (s. Abb. 6). Bei den
c+-Wellen nimmt die y-Komponente des Magnet-
feldes stets zu, das Magnetfeld wird durch die
StoBfront umgeschmissen (s. Abb. 6 und Abb. 9).
Die magnetische Energie wéichst zwar auf diese
Weise stets, aber da die innere Energie des Gases
fiir groBe Machsche Zahlen viel stirker ansteigt
und die Zunahme der magnetischen Energie be-
grenzt bleibt, nimmt schliellich das Verhéltnis der
magnetischen Energie zur Gesamtenergie fiir gro3e
Machsche Zahlen doch ab. Fiir kleine Machsche
Zahlen kann jedoch bei bestimmten Werten von
f, und 7, dieses Verhiltnis auch zunehmen (s.
Abb. 10).
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Abb. 10. Verhaltnis , der inneren Energie e, des Gases

zur gesamten inneren Energie e,* hinter der StoBfront

in Abhingigkeit von M .2 fir , =0,75, 0,5; 0,25 sowie
fir 9,2=0,75; 0,5; 0,25 und 0.

Herrn Professor Biermann mochte ich vielmals
fiir fordernde Diskussionen und sein Interesse an der
Arbeit danken, ebenso Friulein Trefftz fiir zahl-
reiche Ratschlige und Herrn Oehlmann fiir die
Hilfe bei den Rechnungen auf der G 2.



